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МЕТОДИКА ДОСЛІДЖЕННЯ ТА ОСОБЛИВОСТІ НОРМАЛЬНИХ 
НЕЛІНІЙНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ  

СИСТЕМИ “ПІДРЕСОРЕНА-НЕПІДРЕСОРЕНА ЧАСТИНИ КТЗ”  
 

RESEARCH METHODOLOGY AND CHARACTERISTICS OF NORMAL  
NONLINEAR RESONANT OSCILLATIONS OF THE SYSTEM  

" SPRUNG AND UNSPRUNG PARTS OF WHEELED VEHICLES" 
 

Анотація. Для системи «Підресорена-непідресорена частини КТЗ», яка здійснює вертикальні коливання за неліній-
но пружних силових взаємодій, розроблено методику визначення впливу пружних характеристик шин, системи 
підресорювання та нерівностей дороги на визначальні параметри коливань підресореної і непідресореної частин. 
Отримано: а) аналітичні залежності частот власних коливань від амплітуд і параметрів системи; б)  зв’язок між 
амплітудами коливань підресореної та непідресореної частин, за котрих має місце внутрішній резонанс; в) умову 
виникнення резонансу для випадку руху КТЗ вздовж дороги, що описується впорядкованою системою нерівностей; г) 
співвідношення, які задають основні параметри коливань підресореної та непідресореної частин у випадку резона-
нсних і нерезонансних коливань. Показано, що для системи підресорювання із прогресивним законом зміни пружної 
сили амортизаторів більшим значенням амплітуди коливань підресореної частини відповідає більше значення 
власної частоти, а з регресивним законом – навпаки; при можливому внутрішньому резонансі для амортизаторів і 
пружних шин за прогресивних або регресивних їх силових характеристик більшим значенням амплітуди коливань 
непідресореної частини відповідає більше значення амплітуди коливань підресореної частини, а для регресивних 
силових характеристик шин і прогресивної силової характеристики амортизаторів – навпаки; резонансне значен-
ня амплітуди коливань непідресореної частини є більшим для менших швидкостей руху за регресивної силової хара-
ктеристики шин і навпаки – для прогресивної силової характеристики шин; амплітуда переходу через резонанс 
непідресореної частини приймає більше значення для пружних шин із меншим значенням їх статичної деформації 
та повільнішим переходом до резонансу. 
Ключові слова: підресорена та непідресорена частини КТЗ, власні частоти коливань, резонансні коливання, внут-
рішній резонанс непідресореної та підресореної частин КТЗ. 
 
Abstract. The authors have discussed the method applicable for the system of sprung-unsprung parts of the vehicle, carrying 
out vertical oscillations under nonlinear elastic force interactions, which allow evaluating the influence of the elastic charac-
teristics of tires, the suspension system, and road irregularities on the determining parameters of the oscillations of the 
sprung-unsprung parts. What’s obtained: a) the analytical dependence of natural oscillation frequencies on the system ampli-
tudes and parameters; b) the relationship between the levels of amplitude of the sprung and unsprung parts oscillations, at 
which an internal resonance occurs; c) the condition for occurrence of the resonance in case of the motor vehicle movement 
along the road, which is described by the ordered system of inequalities; d) the ratios that set the main parameters of vibra-
tions of the sprung and unsprung parts in case of the resonant and non-resonant vibrations. It is shown that a larger value of 
the oscillation amplitude of the sprung part corresponds to a larger value of the natural frequency in a suspension system 
with a progressive law of changes in the elasticity of shock absorbers, and the opposite is true when a regressive law; speaking 
of shock absorbers and elastic tires with their progressive or regressive power characteristics, a larger value of the oscillation 
amplitude of the unsprung part corresponds to a larger value of the oscillation amplitude of the sprung part, when an internal 
resonance is possible; for regressive power characteristics of tires and progressive power characteristics of shock absorbers – 
vice versa; the resonance value of the oscillation amplitude of the unsprung part is higher for the lower speeds of movement 
with regressive power characteristics of the tires and, on the contrary, – for the progressive power characteristics of tires; the 
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amplitude of the transition through the resonance of the unsprung part takes a larger value for elastic tires with a smaller 
value of their static deformation and a slower transition to resonance. 
Keywords: sprung and unsprung parts of the wheeled vehicle, natural frequencies of oscillations, resonant oscillations, inter-
nal resonance of the unsprung and sprung parts of the wheeled vehicle. 

 
Вступ 

Постановка проблеми. Система підвіски 
(далі – СП) колісних транспортних засобів 
(далі – КТЗ) та пружні властивості пневмати-
чних шин впливають не тільки на комфорта-
бельність перевезення людей і вантажів, ке-
рованість та стійкість руху, але й на динаміч-
ні навантаження низки вузлів, а згодом і їх 
довговічність. Дослідити вплив на КТЗ осно-
вних силових параметрів СП, пружних шин і 
зумовлених нерівностями шляху зовнішніх 
силових чинників, загалом можна на базі 
адекватних руху фізичної та математичної 
моделей. Остання є системою нелінійних ди-
ференціальних рівнянь, розв’язати яку аналі-
тичними методами досить складно. Чисельна 
ж симуляція відповідної системи рівнянь не 
дає відповіді на низку таких практичних пи-
тань, як умови резонансних коливань підре-
сореної і непідресореної частин (далі – ПЧ і 
НПЧ відповідно), внутрішні резонансні яви-
ща та особливості їх проходження тощо. То-
му, щоб дослідити вплив силових чинників 
СП і пружних шин на визначальні параметри 
коливань як ПЧ, так і НПЧ, а також на експлу-
атаційні характеристики, довговічність ок-
ремих вузлів або систем КТЗ, намагаються: 

а) спростити математичну модель шля-
хом лінеаризації сил взаємодії між ПЧ і НПЧ 
або пружних властивостей шин;  

б) виокремити певну форму коливань, 
наприклад, можна знехтувати пружними 
властивостями шин. Кожен із підходів має 
свої як недоліки, так і переваги. При першому 
підході застосовують достатньо розроблені 
аналітичні методи побудови та дослідження 
розв’язків систем лінійних диференціальних 
рівнянь. Однак, при значних амплітудах ко-
ливань ПЧ і НПЧ точність визначення амплі-
тудно-частотної характеристики є недостат-
ньою, а отримані експлуатаційні характерис-
тики КТЗ не завжди відповідають реальним. 
Другий підхід, попри обмежений ресурс ма-
тематичних методів, дозволяє в окремих ви-
падках встановити низку особливостей ди-
наміки підресореної частини КТЗ, які не вда-
ється описати з використанням першого під-
ходу чи чисельної симуляції рівнянь руху.  

 
Саме розвитку другого підходу, коли ПЧ або 
НПЧ КТЗ здійснюють нелінійні вертикальні 
коливання, а силові характеристики елемен- 
тів підвіски та шин описуються нелінійними 
співвідношеннями, присвячена робота.  

Аналіз основних результатів. Відомо, що 
в КТЗ як пружні елементи СП широко вико-
ристовуються пружинні (ресорні), пневмати-
чні, гідропневматичні, гідравлічні, електро-
магнітні та інші системи [1-6]. Для більшості 
із них відновлювальна сила описується нелі-
нійною залежністю від їх деформації або де-
формації та швидкості деформації [7-14]. То-
му, навіть для випадку, коли нехтується пру-
жними властивостями шин, а розглядаються 
тільки моноформні чи складні коливання ПЧ, 
математичною моделлю її динаміки є нелі-
нійні диференціальні рівняння. Для них, у 
випадку моноформних коливань, на основі 
використання асимптотичних методів нелі-
нійної механіки [15] і спеціальних Ateb-
функцій [16-17] встановлено, наприклад [18, 
19], низку особливостей поздовжніх, попере-
чних, вертикальних коливань ПЧ та їх вплив 
на стійкість руху КТЗ вздовж криволінійних 
ділянок шляху, керованість КТЗ, а також 
умови існування та особливості резонансних 
коливань ПЧ тощо. Проте, в багатьох випад-
ках деформації пружних шин впливають на 
динаміку НПЧ і ПЧ КТЗ. Цей вплив зростає 
особливо при так званому внутрішньому ре-
зонансі систем, який погіршує експлуатаційні 
властивості КТЗ. 

Мета роботи ‒ розробити методику ви-
значення впливу пружних характеристик 
шин і системи підресорювання для системи 
НПЧ‒ПЧ КТЗ, які здійснюють вертикальні 
коливання за нелінійно пружних силових 
взаємодій.  

Основна частина 
 Розглядається КТЗ, за фізичну модель 

якого вибрано двомасову систему (НПЧ і ПЧ), 
що здійснює відносні вертикальні коливання. 
Потрібно визначити та дослідити вплив: ос-
новних силових характеристик СП (пружних 
амортизаторів і демпферних пристроїв, за 
допомогою яких взаємодіють вказані части-
ни); пружних характеристик і сил в’язкого 
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тертя шин (сил взаємодії НПЧ з дорогою), 
нерівностей дороги на динаміку досліджува-
ного об’єкту, зокрема умови існування зов-
нішнього та внутрішнього резонансів, особ-
ливості їх проходження.  

Якщо ПЧ і НПЧ здійснюють відносні вер-
тикальні коливання, то при довільному по-
ложенні ПЧ деформації пружних елементів 
передньої і задньої підвісок, як і деформації 
пружних шин, повинні бути однаковими. У 
такому разі коливання частин КТЗ, їхнє по-
ложення по відношенню до «зрівноважено-
го» стану цих частин однозначно визначаєть-
ся координатами центру мас підресореної ‒   

та непідресореної частини ‒  . Вказані пара-

метри будемо називати узагальненими коор-
динатами, а їх похідні за часом – узагальне-
ними швидкостями відповідно.  

 
1. Математична модель НПЧ-ПЧ 
1.1. Основні величини фізичної моделі КТЗ, 

узагальнені координати та швидкості 
Основними величинами, які характеризу-

ють запропоновану модель динаміки КТЗ, 
варто вважати: 

а) ( )t1  і ( )t2  ‒ деформації пружних шин 

і пружних елементів системи підресорю-
вання у довільний момент часу t  відповідно; 

б) ..1 ст  та ..2 ст  ‒ статичні деформації 

шин та пружних елементів; 
в) сила, що діє зі сторони пружних шин на 

непідресорену частину (її складовими є пру-
жна сила 1F  і сила в’язкого тертя 1R ). Вони 

описуються нелінійними залежностями 

( ) ( ) 11
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адже по відношенню до стану статичної рів-
новаги НПЧ ( )tст −= ..11 ;  

г) силові характеристики пружних амор-

тизаторів 2F  і сили опору 2R  демпферних 

пристроїв (система підвіски) описуються так: 
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R   (сталі ..1 ст , ..2 ст , 1с , 2с , 

1 , 2  як і 1  і 2 та 1s  і 2s  визначаються сис-

темою підвіски КТЗ та його шинами, за яких 
забезпечується існування коливального про-
цесу розглядуваної двомасової системи); 

д) максимальні значення відновлюваль-
них сил пружних амортизаторів (шин) є зна-
чно більшими від максимальних значень сил 

опору демпферних пристроїв чи сил в’язкого 

тертя шин, тобто max ( )tF1 >> max ( )tR1 та max ( )tF2

>> max ( )tR2  відповідно; 
е) m  та M  ‒ маси НПЧ і ПЧ відповідно. 
1.2. Диференціальні рівняння динаміки  

системи «ПЧ-НПЧ КТЗ» 
Використовуючи основні положення кла-

сичної механіки, диференціальні рівняння, 
що описують коливання системи «ПЧ- НПЧ 
КТЗ», за прийнятих вище припущень щодо 
переміщень вказаних частин і силових чин-
ників мають вигляд: 
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де, ( )th ‒ вертикальне переміщення точки 

дотику шини до дороги, зумовлене її нерів-
ностями. 

Примітки. 
Виходячи із руху НПЧ і ПЧ, під ( )tF1  і ( )tF2  

потрібно розуміти еквівалентну відновлюва-
льну силу правої та лівої пружних шин чи 
амортизаторів, під ( )tR1  і ( )tR2  ‒ еквівалент-

ну силу в’язкого тертя шин і демпферних 
пристроїв відповідно; 

Пружні шини у процесі руху КТЗ безвідри-
вно контактують зі шляхом; 

У випадку 0,0 2121 ==== ss  система ди-

ференціальних рівнянь (1), (2) перетворю-
ється у систему відомих лінійних диференці-
альних рівнянь, які описують динаміку розг-
лядуваної системи за лінійних силових хара-
ктеристик пружних шин і системи підресо-
рювання. 

Отже, розв’язок поставленої задачі звівся 
до побудови й дослідження розв’язку систе-
ми диференціальних рівнянь (1), (2). 

 
2. Методика інтегрування системи ди-

ференціальних рівнянь (1), (2) 
2.1. Амплітудно-частотна характерис-

тика нелінійних вертикальних коливань  
незбуреного руху системи «ПЧ-НПЧ КТЗ» 

Експлуатація КТЗ дає змогу зрозуміти, 
що максимальні деформації пружних амор-
тизаторів є значно більшими від максималь-
них значень деформацій шин, тобто max

 )(2 t  max ( )t1 ). Диференціальне рівняння 

(2), яке описує коливання ПЧ із урахуванням 
деформацій пружних шин, дозволяє подати з 
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точністю до величин вищого порядку малості 
у вигляді: 
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Зауважимо, що максимальне значення 
правої частини цього диференціального рів-
няння є малою величиною порівняно із мак-
симальним значенням другого доданку його 
лівої частини. Введемо в рівнянні (3) нову 

змінну ( ) ( ) ..2 стttz −=  і отримаємо: 
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(4) 
Диференціальні рівняння (3), (4) будуть 

описувати коливальний процес ПЧ, якщо фу-

нкція ( )
1222 +

=


z

M

с
zf  є непарною за аргументом 

z , тобто параметр 1
2
+ , який характеризує 

нелінійно-пружні властивості амортизаторів, 
повинен приймати значення, близькі до 

12

)(2

2

22

2 +

−
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n
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  ( ,...2,1,0,

22
=nm ) і 1

2
− . Крім того, в 

роботі використовували припущення про те, 
що пружні характеристики амортизаторів на 
розтяг і стиск є центрально симетричними 
відносно недеформованого положення, а вка-
зана апроксимація нелінійно пружних влас-
тивостей описує широкий спектр амортиза-
торів із прогресивним ( 0

2
 ) або регресив-

ним ( 01
2
−  ) чи лінійним ( 0

2
= ) законами 

їхньої зміни. Із наведених вище обмежень 
щодо деформацій пружних шин випливає, що 
права частина рівняння (4) приймає мале 
значення порівняно з найбільшим значенням 

виразу
1222 +

z

M

с
. Це слугує підставою для ви-

користання загальних ідей асимптотичних 
методів [15] при знаходженні наближеного 
аналітичного розв’язку рівняння (4). Тому 
розглянемо далі «незбурений» аналог цього 

рівняння, тобто 0
1222
=

+
+


z

M

с
z . Його розв’язок 

виражається через періодичні Ateb-функції 
[16-19] у вигляді: 
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                  (5) 
де a  та ( )aп  відповідно амплітуда та власна 

частота незбуреного руху ПЧ, 0  , 0  ‒ почат-

кові фази розглядуваних коливань. Що ж до 

частоти власних коливань ( )aп  ПЧ, то вона 

приймає таке значення: 
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мим випадком при 02 =  є частота власних 

лінійних коливань ПЧ.  
У наведених вище співвідношеннях для 

частоти власних вертикальних коливань ПЧ 
статичне значення деформації пружних амо-
ртизаторів визначається співвідношенням 
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диференціальне рівняння (1), яке трансфор-
мується до вигляду: 
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задовольняють таке співвідношення: 
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них шин у відносному рівноважному стані є 
значно меншою від статичної деформації 
пружних амортизаторів, до того ж маса ПЧ 
є значно більшою від маси НПЧ КТЗ.  

Якщо ввести у диференціальне рівняння 

(6) нову змінну ( )ty  відповідно до залежності 

( ) ( ) ..2 стtty −=  , то отримаємо диференціальне 

рівняння, подібне за структурою до (4): 
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 (7) 

Максимальне значення правої частини 
рівняння (7) є значно меншою величиною від 
максимального значення другого доданку 
його лівої частини, а тому для знаходження 
розв’язку рівняння (7) можна використати 
загальні ідеї асимптотичного інтегрування 
сильно нелінійних неавтономних рівнянь. 
Його «незбурений» аналог, тобто рівняння 
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(8) 

де 1a  ‒ амплітуда незбурених коливань НПЧ 

КТЗ, 
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 ‒ їх частота, 0 , 0  

‒ початкові фази.  
2.2. Внутрішні резонансні процеси у системі 
«ПЧ-НПЧ КТЗ» 

Використані тут Ateb-функції, які опису-
ють незбурені коливання НПЧ і ПЧ, є періо-
дичними за часом із періодами: 
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відповідно, тому найнебезпечнішими режи-
мами коливань цих частин є ті, які мають од-
накові за часом періоди. Такі коливання за 
своєю природою близькі до нормальних не-
лінійних коливань систем із багатьма ступе-
нями вільності [20-22], а сам процес близь-
кий до резонансних явищ у квазілінійних ме-
ханічних системах. Тому, подібно до резонан-
сних коливань квазілінійних систем із розпо-
діленими параметрами чи систем із зосере-
дженими масами, умову 21 TT   для коливань 

НПЧ і ПЧ КТЗ будемо називати умовою існу-
вання головного внутрішнього резонансу. 
Зауважимо, що процес внутрішнього резона-
нсу в КТЗ є більш швидкоплинним, ніж у ква-
зілінійних системах, бо зовнішні збурення, 
сили опору демпферних пристроїв та в’язко-
пружне тертя шин призводять до швидкої 
зміни амплітуд коливань НПЧ і ПЧ КТЗ та 
виходу із внутрішнього резонансу. Вказане 
явище цікаве не тільки теоретично, а й прак-
тично, бо погіршує експлуатаційні характе-
ристики КТЗ. Тому розглянемо цей випадок 
детальніше. Передусім, умова внутрішнього 
резонансу 21 TT   дає змогу знайти зв’язок 

між амплітудами коливань НПЧ і ПЧ, за яких 
можливе вказане явище: 
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   (9) 
Вона вказує на принципову різницю між 

внутрішнім резонансом у КТЗ із нелінійними 
пружними характеристиками шин і аморти-
заторів і розглядуваним явищем за лінійної 
характеристики вказаних елементів: якщо 
для нелінійних силових характеристик внут-
рішній резонанс має місце за виконання умо-
ви (9), то для лінійної характеристики за 

умови 
Mm

m ст
ст

+


= ..1

..2 . Останню умову можна 

отримати також із рівності частот власних 
коливань НПЧ і ПЧ КТЗ при 021 == .  

Аналіз одержаних залежностей показує, 
що за лінійних характеристик шин і пружних 
амортизаторів внутрішній резонанс практич-
но неможливий, однак, для реально існуючих 
систем підвісок і шин він існує за певних 
співвідношень силових параметрів вказаних 
елементів і амплітуд коливань НПЧ і ПЧ.  

Нижче, при кгMкгm 25000,5000 ==  

для різних значень силових параметрів сис-
теми підресорювання та пружних шин пока-
зані (відповідно до (9)) залежності між амп-
літудами коливань НПЧ і ПЧ, за яких можли-
вий внутрішній резонанс (рис. 1), а на рис. 2 
‒ залежність амплітуди коливань НПЧ від 
параметру, що описує нелінійно-пружні хара-
ктеристики шин, а пружні властивості СП 
задаються лінійними співвідношеннями 

( 02 = ). На рисунках: вертикальна вісь ‒ 1a , 

горизонтальна ‒ a . 
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Рис. 1. Залежності амплітуди коливань НПЧ 
від амплітуди коливань ПЧ, за яких має місце 
внутрішній резонанс: 
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Наведені графічні залежності показують, 

що найбільш небезпечними випадками коли-

вань системи НПЧ-ПЧ КТЗ є випадки, пред-
ставлені на рис. 2-і – 2-н. Вони відповідають 
лінійно-пружним характеристикам пружних 
шин і прогресивному чи регресивному зако-
ну зміни відновлювальної сили амортизато-
рів. Для вказаних пружних характеристик 
шин внутрішні резонансні процеси можливі 
для широкого діапазону коливань ПЧ. Однак, 
пружні характеристики шин значною мірою 
відрізняються від лінійного закону, а тому 
такі випадки на практиці є неможливими. Що 
ж до практично можливих внутрішніх резо-
нансів, то вони відповідають показаним на 
рис. 2-а і рис. 2-е випадкам, для яких харак-
терні незначна величина статичної деформа-
ції пружних шин, прогресивна характеристи-
ка пружних амортизаторів і регресивна хара-
ктеристика шин. 

Крім цього, для внутрішнього резонансу 
також встановлено, що: 

 а) у випадку прогресивної характеристики 
системи підресорювання та регресивної ха-
рактеристики пружних шин більшим зна-
ченням амплітуди коливань ПЧ відповідає 
менше значення амплітуди коливань НПЧ, 
причому за більшої величини статичної де-
формації ПЧ амплітуда резонансу шин є 
меншою; 

б) для регресивних характеристик шин і си-
стеми підресорювання більшим значенням 
амплітуди коливань ПЧ відповідає більше 
значення амплітуди коливань НПЧ. Подібний 
зв'язок мають і амплітуди для прогресивних 
характеристик шин та підвіски;  

 
                                     а)                                         

 
                                     б)                                  
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                                     в) 

 
Рис. 2. Залежності від параметру нелі-

нійності СП амплітуди коливань НПЧ, за кот-

рої можливі внутрішні резонанси  

а) 06,0. ПЧ коливань амплітуда06.0( .1 =−= стa

17.0( ..2 = ст 150005000 == Mm

оранж4.0зел0.3син0.2черв1.01 =  
б) 06,006.0( ..1 == стa 2.0( ..2 = ст 150005000 == Mm

оранж4.0зел 0.3син0.2черв1.01 =  
в) 06,006.0( ..1 == стa 25.0( ..2 = ст 150005000 == Mm

оранж4.0зел0.3син0.2черв1.01 =  
Вони показують, що амплітуда коливань 

НПЧ, за якої має місце внутрішній резонанс, 

приймає більше значення при зростанні ве-

личини параметру нелінійності 2  ПЧ. 

Дія зовнішніх збурень на динаміку КТЗ, 
зумовлених нерівностями шляху, буде розг-
лянута в наступній роботі. Такі збурення мо-
жуть викликати складні як резонансні, так і 
нерезонансні коливання у досліджуваних 
частинах КТЗ. 

Висновки 
Побудовано математичну модель двома-

сової механічної системи «ПЧ-НПЧ КТЗ», які 
здійснюють вертикальні коливання. Врахо-
вано, що пружні характеристики шин і СП 
описуються нелінійними залежностями де-
формацій відповідних елементів. Отримано 
аналітичні залежності, що описують закони 
зміни визначальних параметрів коливань 
вказаних частин із урахуванням широкого 
спектру зовнішніх і внутрішніх чинників. Чи-
словий аналіз залежностей показав, що:  

- для СП із прогресивним законом зміни 
пружної сили амортизаторів більшим зна-
ченням амплітуди коливань ПЧ відповідає 
більше значення власної частоти і навпаки; 
для регресивного закону – більшим значен-
ням амплітуди коливань (далі – АК) відпові-
дає менше значення власної частоти. Подібну 
властивість мають і коливання НПЧ за про-

гресивної чи регресивної характеристики 
шин; 

- для амортизаторів і пружних шин за 
прогресивних чи регресивних їхніх силових 
характеристик більшим значенням АК НПЧ 
відповідає більше значення АК ПЧ, за котрої 
може мати місце внутрішній резонанс; для 
регресивних силових характеристик шин і 
прогресивної силової характеристики амор-
тизаторів навпаки: меншим значенням АК 
НПЧ відповідає більше значення АК ПЧ, за 
якої має місце внутрішній резонанс; 

Базове співвідношення (9) може слугува-
ти основою для планових проєктно-
конструкторських робіт з метою модернізації 
існуючих чи створення нових систем підре-
сорювання, які запобігали б виникненню ре-
зонансу.  
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