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ДИНАМІКА ПІДРЕСОРЕНОЇ ЧАСТИНИ КТЗ  
І СТІЙКІСТЬ РУХУ 

 

DYNAMICS OF THE SPRUNG PART OF A WHEELED VEHICLE  
AND MOTION STABILITY 

 
Анотація. Досліджено вплив поздовжньо-кутових коливань підресореної маси колісних транспорт-

них засобів (КТЗ) із нелінійними характеристиками системи підресорювання та кінематичних парамет-
рів руху вздовж криволінійних ділянок шляху на стійкість КТЗ. Основні результати роботи одержані з 
використанням рівнянь кінетостатики, математичної моделі відносних нелінійних поздовжньо-кутових 
коливань підресореної маси (ПМ), аналізу кількісного та якісного впливу основних силових параметрів 
системи підресорювання (СП) і визначальних параметрів поздовжньо-кутових коливань ПМ на сили взає-
модії шин із дорожнім покриттям. Критична швидкість стійкого руху транспортного засобу визначена 
як функція геометричних і силових параметрів СП, характеристики дорожнього покриття, амплітуди 
поздовжньо-кутових коливань. Числовий аналіз отриманих співвідношень показав, що критичні значення 
швидкості стійкого руху стосовно занесення КТЗ уздовж криволінійних ділянок шляху є різними залежно 
від амплітуди коливань ПМ, типу силової характеристики амортизаторів (прогресивна чи регресивна 
характеристика). Одержані в роботі результати можуть бути використані під час проєктування чи 
модернізації підвісок, стати базовими при створенні програмного продукту керованих систем підресорю-
вання, а їх достовірність підтверджується збігом у граничному випадку із відомими з наукової літе-
ратури. 

Ключові слова: коливання підресореної маси, амплітуда, частота, критична швидкість стійкого 
руху.  

 
Abstract. The article investigates the influence of longitudinal-angular vibrations of the sprung mass of 

wheeled vehicles (WV) with nonlinear characteristics of the suspension system and kinematic parameters of move-
ment along the curved sections of the road on the stability of WV. The main results of the work were obtained using 
the equations of kinetic statics, a mathematical model of relative nonlinear longitudinal-angular oscillations of the 
sprung mass (SM), based on the analysis of the quantitative and qualitative influence of the main force parameters 
of the suspension system (SS) and the determining parameters of longitudinal-angular oscillations of the SM on the 
level of interaction of the tires with the road coating. The critical speed of steady movement of the vehicle is deter-
mined as a function of the geometric and power parameters of the SS, the characteristics of the road surface, and 
the amplitude of longitudinal and angular oscillations. The numerical analysis of obtained ratios has shown that the 
critical values of steady motion speed for the skidding of the WV along the curved sections of the road are different: 
a) a larger value of the amplitude of SM oscillations corresponds to a smaller value of the critical speed of steady 
motion; b) it is significantly overestimated if the longitudinal and angular fluctuations of the sprung mass are not 
taken into account; c) the value is bigger for WV with the progressive force characteristic of the shock absorbers at 
small amplitudes of oscillations compared to the linear force characteristic (under the condition of equality of static 
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deformation), and vice versa for the "large" ones; d) the value for the regressive force characteristic of elastic shock 
absorbers at small amplitudes of oscillations is smaller than for the linear characteristic of the shock absorbers, and 
the opposite for the "large" ones; e) the critical value of the speed of steady motion is bigger for the progressive 
characteristic of elastic shock absorbers at larger values of the static deformation of the SS and, on the contrary, it is 
smaller for the regressive one. The obtained results can be used for the designing or modernization of suspensions 
and well as a basis for development of a new software product for the controlled suspension systems. They coincide 
in the limiting case with those known in the scientific literature, which confirms their credibility. 

Keywords: Oscillations of sprung mass, amplitude, frequency, critical speed of steady motion. 
 

Вступ 
Проблема стійкості руху постала 

особливо гостро від початку воєнної 
агресії рф проти України як у зв’язку із 
фактом введення на території держави 
воєнного стану, так і з масштабними 
пошкодженнями, вже спричиненими во-
рогом, і тими, що досі продовжують 
спричинятися інфраструктурі України. 
Серед першочергових заходів з ураху-
ванням потреб воєнного стану для за-
безпечення ефективних пасажирських і 
вантажних перевезень автомобільним 
транспортом зменшено кількість блок-
постів на дорогах України [1]. Однак, 
питання забезпечення максимальної 
швидкості стійкого руху при маневру-
ванні КТЗ, русі вздовж криволінійних 
ділянок шляху чи пересічною місцевіс-
тю залишаються актуальними. 

Стійкість руху, керованість і плав-
ність ходу визначаються не тільки зов-
нішніми чинниками (нерівностями 
шляху, його кривизною, перепадами 
висот, станом покриття), але й внутріш-
німи (розподілом мас уздовж транспор-
тного засобу, силовими характеристи-
ками системи підвіски й шин, а також 
динамікою підресореної та непідресо-
реної частин тощо). У низці праць пока-
зано, що забезпечити належну плавність 
ходу КТЗ при русі вздовж шляху із нері-
вностями здатна система підвіски із не-
лінійними силовими характеристиками 
пружних амортизаторів. Останні нада-
ють підресореній масі (ПМ) якісно нової 
характеристики її динаміки, змінюючи 
при цьому всі динамічні характеристики 
КТЗ. Якщо питання впливу силових ха-
рактеристик системи підвісок на верти-
кальні та поперечно-кутові коливання, а 
також на стійкість руху частково розг-
лядалися в [2,3], то вплив поздовжньо-
кутових коливань за нелінійних харак-

теристик СП, за винятком, наприклад, 
роботи[4], не знайшов належного ви-
вчення через складність аналітичного 
дослідження відповідних математичних 
моделей. Тому дослідження динаміки 
підресореної маси КТЗ і її впливу на 
стійкість руху вздовж криволінійних 
ділянок шляху чи маневруванні є пред-
метом розгляду даної роботи. 

 

Аналіз останніх досліджень. Керо-
ваність, плавність ходу, прохідність та 
стійкість руху є найважливішими екс-
плуатаційними характеристиками КТЗ 
[5, 6]. Уcі вони значною мірою залежать 
від динаміки їх ПМ [7]. Досі розглядали-
ся, переважно, задачі про вплив силових 
характеристик СП на експлуатаційні 
характеристики КТЗ за умови лінійного 
зв’язку пружної сили амортизаторів і їх 
деформації чи сили опору демпферних 
пристроїв і швидкості. Однак, СП із лі-
нійними силовими характеристиками 
недостатньо забезпечує ергономічні 
умови експлуатації КТЗ [8]. Тому, в [2, 
10, 11] зроблено спробу за найпрості-
ших розрахункових моделей для верти-
кальних і поздовжньо-кутових коливань 
ПМ аналітично дослідити вплив деяких 
класів СПзі спорідненими силовими ха-
рактеристиками амортизаторів на ди-
наміку ПМ, а далі – на стійкість руху КТЗ 
уздовж криволінійних ділянок шляху, 
при об’їздах перешкод, маневруванні 
тощо. Актуальність дослідження стійко-
сті руху важлива ще й у зв’язку із про-
блемою покращення експлуатаційних 
характеристик КТЗ. Йдеться, передусім, 
про зростання швидкостей руху та ви-
користання в КТЗ підвіски із нелінійною 
(в т.ч. керованою) характеристикою 
зміни відновлювальної сили. 

 

Мета роботи – дослідити вплив 
поздовжньо-кутових коливань ПМ на 
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стійкість руху КТЗ уздовж криволіній-
них ділянок шляху. 

Основна частина 
За розрахункову фізичну модель 

для дослідження впливу поздовжньо-
кутових коливань на стійкість руху КТЗ 
уздовж криволінійних ділянок шляху 
приймемо багатомасову (тримасову) 
систему: непідресорену (передній і зад-
ній мости) та підресорену масу. Вони 
взаємодіють між собою за допомогою 
системи підвіски – пружних амортиза-
торів і демпферних пристроїв.  

Будемо вважати, що під час ру-
хуКТЗнерівності шляху під правими та 
лівими колесами мають однаковий вер-
тикальний переріз, а силові характерис-
тики правого й лівого бортів СП є одна-
ковими. У такому разі розглядувана 
тримасова система рухається у вертика-
льній площині, колінеарній вектору 
швидкості руху КТЗ. Крім цього, вважа-
тимемо, що:  

 пружні сили амортизаторів пе-

редньої ( .1прF ) та задньої ( .2прF ) підвісок 

описуються залежностями
1

.

 

iiпрi cF (

,ic ‒ сталі величини: ν ‒ параметр, який 

вказує на відхилення пружних власти-
востей амортизаторіввід лінійного за-
кону, c ‒ коефіцієнт пропорційності 
(аналог коефіцієнту жорсткості); i ‒ 

деформація i -го пружного елементу); 
 сили опору демпферних пристро-

їв, як функції швидкості, описуються 

співвідношеннями 
s

iioпiR  .  ( si , ‒ ста-

лі, i
 ‒ швидкість деформації i -го демп-

фера; 
 сили протидії занесенню перед-

нього 1Q  та заднього 2Q  мостів є пропо-

рційні нормальним динамічним силам 

iN тиску на опорну поверхню шляху        (

iii NkQ  , ik ‒ сталі величини); 

 деформації шин, вертикальне пе-
реміщення центру мас, які зумовлені 
нерівностями шляху, є значно меншими 
від деформацій пружних амортизаторів 
і ними нехтується; 

 максимальні значення сил опору 
демпферних пристроїв є малою величи-
ною у порівнянні із максимальними 
значеннями пружних сил амортизато-
рів.  

Задача полягає у визначенні вели-
чини критичної швидкості руху V  уз-
довж криволінійної ділянки траєкторії, 
радіус кривини якої  , із урахуванням 

того, що нерівності шляху зумовлюють 
лише поздовжньо-кутові коливання ПМ 
відомої амплітуди, а самі коливання зу-
мовлені початковими збуреннями. 

Методика розв’язання. При дослі-
дженні впливу поздовжньо-кутових ко-
ливань на стійкість руху КТЗ уздовж 
криволінійних ділянок шляху за базові 
співвідношення приймемо рівняння кі-
нетостатики [12] 

,0
..

,0





rФ

С

М
eФ

С

М
е

С

М

Ф
e

F





 (1) 

в яких відповідно ФF
e


,  ‒ головні век-

тори зовнішніх сил та сил інерції роз-
глядуваної тримасової системи, а 

,,, .. rФ

С

eФ

С

е

С МММ


 ‒ головні моменти зов-

нішніх (
е

СМ


) сил і сил інерції у віднос-

ному ( rФ
С

М .


) та переносному ( eФ
С

М .


) русі 

відносно центру мас ПМ. Зовнішні сили 

‒ це сили ваги переднього ( 1P


) та зад-

нього ( 2P


) мостів (непідресореної час-

тини) і сила ваги підресореної частини ‒ 

( P


); нормальні реакції дорожнього пок-
риття, що діють на шини переднього та 

заднього мостів (відповідно 

21 , NN , які за 

величиною рівні силам нормального 
тиску КТЗ на опорну поверхню); сили 
протидії заносу переднього та заднього 

мостів ( 21, QQ


); сила опору коченню пе-

редніх коліс і «приведена рушійна сила» 
задніх коліс.  

Зауважимо, що сили інерції перено-
сного криволінійного руху переднього 

e
Ф1


, заднього e

Ф2


 мостів і підресореної 

маси ‒ eФ


визначаються відповідно до 
залежностей: 
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,
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,

2 V

g

P
eФ

V

g
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eФ

V

g

PeФ  . 

Головний момент зовнішніх сил і сил 
інерції переносного руху відносно 
центру ваги ПМ знаходиться відповідно 
(як і в [12]). Крім того, його величина 
узгоджується із законом відносного ру-
ху цієї частини КТЗ.  

За прийнятих вище обмежень щодо 
досліджуваного об’єкту, відносне поло-
ження ПМ однозначно визначається ку-

том повороту  t  цієї частини навколо 

осі (СY), яка проходить через центр мас 
цієї частини (т. С) і перпендикулярна до 
вектора швидкості цієї точки. Своєю 
чергою, відносний рух ПМ визначається 

силами, що діють на неї, тобто .1прF , .2прF

.1oпR , .2oпR , P  і розподілом уздовж неї 

маси (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Розрахункова схема для дослі-
дження динаміки ПМКТЗ 
 

Вихідним для знаходження закону 
зміни відносного положення ПМ слу-
жить диференціальне рівняння віднос-
ного руху цієї частини:  

 FM
dt

d
I CC 2

2
,  

адже 
2

2
.

dt

d
IМ C

rФ

С


 . Тут  FM C  озна-

чає суму моментів сил, які діють на ПМ, 
відносно осі СY (момент переносної си-
ли інерції відносно вказаної осі рівний 
нулеві). Тому для випадку малих коли-
вань ПМ (у роботі розглядається саме 
цей випадок) із урахуванням сил, які 

діють на ПМ, диференціальне рівняння 
її відносних коливань набуває вигляду: 
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(2) 

де a , b  ‒ параметри, що визначають 

положення центру мас ПМ, .ст  ‒ стати-

чна деформація пружних амортизаторів. 
Примітка: У роботі вважається, що 

КТЗ рухається зі сталою за величиною 
швидкістю вздовж криволінійної ділян-
ки шляху, тому переносна складова сили 
інерції ПМ, яка загалом напрямлена 

вздовж вектора швидкості V


 (для при-
швидшеного руху КТЗ) або в протилеж-
ну до нього сторону (для сповільненого 
руху ) дорівнює нулеві. 

Для визначення критичного зна-
чення швидкості стійкого руху із ураху-
ванням коливань ПМ не обов’язково 
мати закон зміни цих коливань вказаної 
частини КТЗ, а лише їх амплітуду, на-
приклад, амплітуду початкового збу-

рення ‒ a . Нехай (із певних міркувань) 

вказана величина є відомою. Тоді max

rФ

СМ . =max
2

2

dt

d
I C


, а max

2

2

dt

d
I C


= max

  ,G , де   ,G  ‒ права частина рів-

няння (2). Крім того, вважатимемо, що 
сили опору демпферних пристроїв спо-
нукають ПМ до затухання коливань вка-
заної частини. Тоді права частина рів-
няння (2) приймає максимальне зна-
чення в момент максимальної ампліту-
ди, тобто в «початковий» момент часу, 

для якого  aa
t


0

. Таким чином, max

rФ
С

М . = rФ
С

М . max
  

   
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
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
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1
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







стtbbc

стtaac
. 

Для випадку, коли параметри a , b бази 
КТЗ відрізняються на незначну величи-
ну, екстремальне значення моменту сил 
інерції ПМ набуває значення: 

 

rФ

СМ .   12

2

2

1

  



 abcac  . (3) 

 
(Продовження після рис. 2). 



57 
 

 

Автошляховик України / Галузеве машинобудування 

Прогресивна силова характеристика амортизаторів (ν≥0) 
ν=0 черв., ν=2/9 синє, ν=2/5 зелене,      
ν=2/3 оранж. 

ν=0 черв., ν=2/9 синє, ν=2/5 зелене,      
ν=2/3 оранж. 

  

.ст =0,18 .ст =0,15 

ν=0 черв., ν=-2/9 синє, ν=-2/5 зелене,     
ν=-2/3 оранж. 

ν=0 черв., ν=-2/9 синє, ν=-2/5 зелене,      
ν=-2/3 оранж. 

  

.ст =0,25 .ст =0,2 

Регресивна силова характеристика амортизаторів (ν≥0) 
ν=0 черв., ν=2/9 синє, ν=2/5 зелене, 
ν=2/3 оранж. 

ν=0 черв., ν=2/9 синє, ν=2/5 зелене, 
ν=2/3 оранж. 

  

.ст =0,25 .ст =0,2 
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Наведені міркування дають змогу уник-
нути трудомісткої процедури інтегру-
вання нелінійного диференціального 
рівняння (2) і безпосередньо перейти до 
знаходження критичної швидкості стій-
кого руху із урахуванням поздовжньо-
кутових коливань КТЗ [11]. Для цього 
перейдемо від векторних співвідношень 
(1) до їх скалярних аналогів: 
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Якщо підставити у вказані вище рі-
вняння відповідні сили, то отримаємо: 
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(5) 
Із цієї системи алгебраїчних рів-

нянь, з урахуванням поздовжньо-куто-
вих коливань, знаходимо критичне зна-
чення швидкості стійкого руху вздовж 
криволінійної ділянки шляху у вигляді: 
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(6) 

 

Якщо в залежності для критичної швид-
кості стійкого руху використати не жор-
сткість пружних амортизаторів, а їх ста-
тичну деформацію, врахувавши, що 

12 сс   ( ‒ відома стала), то отримаємо 

 

ν=0 черв., ν=-2/9 синє, ν=-2/5 зелене, 
ν=-2/3 оранж. 

ν=0 черв.,ν=-2/9 синє, ν=-2/5 зелене, 
ν=-2/3 оранж. 

  

.ст =0,18 .ст =0,15 

 
Рис. 2. Залежність критичної швидкості стійкого руху від амплітуди поздовжньо-
кутових коливань за різних силових характеристик системи підресорювання  
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   (7) 
Вище, на рис. 2, за вказаних зна-

чень параметрів КТЗ Р=40000, Р1=4000, 
Р2=8000; а=1,5; b=1,5R=0,35; k=1,1; h=1,5; 
ρ=20, для різних значень параметру   та 

..ст наведені графічні залежності кри-

тичної швидкості стійкого руху від амп-
літуди поздовжньо-кутових коливань. 

 
Висновки 

З аналізу графіків числових дослі-
джень одержаних аналітичних залежно-
стей випливає, що критичні значення 
швидкості стійкого руху вздовж криво-
лінійних ділянок шляху стосовно зане-
сення є різними:  

· без урахування поздовжньо-
кутових коливань ПМ воно є значно за-
вищеним;  

· більшим значенням амплітуди 
коливань відповідає менше значення 
критичної швидкості руху; 

· для прогресивної силової харак-
теристики системи підресорювання за 
малих амплітуд коливань воно є біль-
шим, ніж для лінійної силової характе-
ристики (за умови рівності статичної 
деформації), а для великих – навпаки; 

· для регресивної силової характе-
ристики системи підресорювання за 
малих амплітуд коливань є меншим, ніж 
для лінійної, а для великих ‒ навпаки; 

· за більших значень параметрів 
бази КТЗ воно є меншим;  

· для прогресивної характеристики 
системи підресорювання за більших 
значень статичної деформації системи 
підресорювання критичне значення 
швидкості стійкого руху є більшим, для 
регресивної – навпаки. 

Отримані в роботі результати мо-
жуть: бути використані під час проєкту-

вання чи модернізації підвісок; стати 
базовими для створення програмного 
продукту керованих систем підресорю-
вання.  

Достовірність результатів підтвер-
джується їхнім збігом у граничному ви-
падку з відомими в науковій літературі. 

Цікавим і перспективним є дослі-
дження впливу нерівностей шляху на 
поздовжньо-кутові коливання КТЗ, що 
може бути предметом наступних дослі-
джень. 
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